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Аннотация. Рассматривается абстрактная гибридная система двух уравнений
с двумя неизвестными: векторной функцией x, являющейся абсолютно непре-
рывной на каждом конечном отрезке [0, T ], T > 0, и последовательностью
числовых векторов y. В исследовании применяется W -метод Н.В. Азбеле-
ва. В качестве модельной используется система, содержащая функционально-
дифференциальное уравнение относительно x, и разностное уравнение относи-
тельно y. Изучены пространства решений. Для гибридной системы получена
теорема Боля–Перрона об асимптотической устойчивости и теорема об обраще-
нии.
Ключевые слова: теорема Боля–Перрона об асимптотической устойчивости; ги-
бридная линейная система функционально-дифференциальных уравнений; ме-
тод модельных уравнений, теорема об обращении

Введение

Проблемам устойчивости решений линейных гибридных линейных функциональ-
но-дифференциальных систем с последействием (ГЛФДСП) посвящено крайне мало
работ. В работе В.М. Марченко и Ж.Ж. Луазо [1] исследована задача об устойчивости
решений стационарных ГЛФДСП. В этой работе получены необходимые и достаточное
условия экспоненциальной устойчивости для систем вида

ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t),

x2(t) = A21x1(t) + A22x2(t− h),

x1(0) = x10 ∈ Rk, x2(τ) = ψ(τ) при τ ∈ [−h, 0),

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 18-01-00332 A).
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где A11∈ Rk×k, A12 ∈ Rk×(n−k), A21 ∈ R(n−k)×k, A22 ∈ R(n−k)×(n−k), ψ : [−h, 0) → Rn−k

— кусочно-непрерывная вектор-функция.
Данная статья продолжает исследование, начатое в [2–7]. В работах [2–5] получена

теорема Боля–Перрона для ГЛФСП в случае экспоненциальной устойчивости, в работах
[6, 7] — для ГЛФДСП в случае асимптотической устойчивости.

Построенная в настоящее время общая теория функционально-дифференциальных
уравнений [8–10] позволила дать ясное и лаконичное описание основных свойств ре-
шений, в том числе свойства устойчивости решений. В то же время широкие и акту-
альные для приложений классы систем ГЛФДСП, а именно, систем гибридных линей-
ных функционально-дифференциальных уравнений с последействием, формально не
охватываются построенной теорией и во многом остаются вне поля зрения специали-
стов, использующих функционально-дифференциальные и разностные системы с по-
следействием для моделирования реальных процессов. Ниже предлагаются гибридные
функционально-дифференциальные аналоги основных утверждений теории функцио-
нально-дифференциальных уравнений для задач устойчивости, в частности, теорема
Боля–Перрона об асимптотической устойчивости для ГЛФДСП и теорема об обраще-
нии.

1. Схема W-метода

Здесь и ниже Rn — пространство векторов α = col{α1, ..., αn} с действительными
компонентами и с нормой ||α||Rn .

Обозначим через y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .} бесконечную матрицу со столб-
цами y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . . , являющимися векторами из пространства Rn, а
через g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} — бесконечную матрицу со столбцами g(i) ∈ Rn,

i = 0, 1, . . . . Каждой бесконечной матрице y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .} сопоста-
вим вектор-функцию

y(t) = y(−1)χ[−1,0)(t) + y(0)χ[0,1)(t) + y(1)χ[1,2)(t) + ...+ y(N)χ[N,N+1)(t) + . . . .

Аналогично, каждой бесконечной матрице g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} можно сопоста-
вить вектор-функцию

g(t) = g(0)χ[0,1)(t) + g(1)χ[1,2)(t) + ...+ g(N)χ[N,N+1)(t) + . . . .

Пусть [t] — целая часть действительного числа t. Символом y(t) = y[t] обо-
значим вектор-функцию y(t) = y([t]), t ∈ [−1,∞), аналогично, символом g[t] —
вектор-функцию g(t) = g([t]), t ∈ [0,∞). Множество вектор-функций y[·] обозначим
символом ℓ0, а множество вектор-функций g[·] — символом ℓ. Положим (∆y)(t) =

y(t)− y(t− 1) = y[t]− y[t− 1] при t ≥ 1, (∆y)(t) = y(t) = y[t] = y(0) при t ∈ [0, 1).

В работе используются следующие пространства: пространство L локально сумми-

руемых f : [0,∞) → Rn с полунормами ||f ||L[0,T ] =
T∫
0

||f(t)||Rn dt для всех T > 0;

пространство D локально абсолютно непрерывных функций x : [0,∞) → Rn с по-
лунормами ||x||D[0,T ] = ||ẋ||L[0,T ] + ||x(0)||Rn , T > 0; пространство ℓ бесконечных
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матриц g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} с полунормами ||g||ℓT =
T∑
i=0

||gi||Rn , T > 0; про-

странство ℓ0 бесконечных матриц y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .} с полунормами

||y||ℓ0T =
T∑

i=−1

||yi||Rn , T > −1; ℓ∞ 0 = {y ∈ ℓ0 : ||y||ℓ∞0 = sup
k=−1,0,1,···

||y(k)||Rn < +∞};

ℓ∞ = {g ∈ ℓ : ||g||ℓ∞ = sup
k=0,1,···

||g(k)||Rn < +∞}.

Запишем абстрактную гибридную функционально-дифференциальную систему в
виде

L11x+ L12y = ẋ− F11x− F12y = f,

L21x+ L22y = ∆y − F21x− F22y = g.
(1)

Операторы L11, F11 : D → L, L12, F12 : ℓ0 → L, L21, F21 : D → ℓ, L22, F22 : ℓ0 → ℓ

предполагаются линейными непрерывными и вольтерровыми.
Пусть заданы банаховы пространства D ⊂ D, M0 ⊂ ℓ0, B ⊂ L, M ⊂ ℓ, и имеет

место изоморфизм D×M0
∼= (B×Rn)× (M×Rn). Если все элементы {x, y} ∈ D×M0

обладают какими-нибудь специфическими асимптотическими свойствами, например,

sup
t≥0

||x(t)||Rn + sup
k=−1,0,1,...

||y(k)||Rn <∞,

и задача Коши для уравнения L{x, y} = col{f, g} с линейным ограниченным опе-
ратором L : D×M0 → B × M однозначно разрешима, то и решения этой задачи
будут обладать такими же асимптотическими свойствами. Пусть модельное уравне-
ние [8–10] L11x = z и банахово пространство B выбраны так, что решения этого
уравнения обладают интересующими нас асимптотическими свойствами. Пусть, кроме
того, решение при любой правой части z ∈ B записывается в виде формулы Коши
x(t) = U11(t)x(0) + (W11z)(t). Определим банахово пространство D(L11,B) с нормой
||x||D(L11,B) = ||L11x||B + ||x(0)||Rn (вложение B ⊂ L предполагается непрерывным).
Предположим, что оператор W11 непрерывно действует из пространства B в простран-
ство B, и оператор U11 действует из пространства Rn в пространство B. Это условие
эквивалентно (см. [9, 10, гл. IV]) тому, что пространство D(L11,B) линейно изоморфно
пространству С.Л. Соболева W

(1)
B [0,∞) с нормой ||x||

W
(1)
B [0,∞)

= ||ẋ||B + ||x||B. Будем
обозначать это пространство символом W B. Справедливо WB ⊂ D, и это вложение
непрерывно. Будем говорить, что уравнение L11x = z с оператором L11 : D(L11) → B

D(L11,B) -устойчиво [8], если для каждой правой части z ∈ B каждое решение x

принадлежит D(L11,B). Здесь D(L11) ⊂ D — область определения оператора L11.

Уравнение L11x = z с оператором L11 : D(L11,B) ∼= WB → B, удовлетворяющим вы-
шеприведенному условию, D(L11,B) -устойчиво (WB -устойчиво) тогда и только тогда,
когда оно сильно B -устойчиво. Уравнение L11x = z сильно B -устойчиво, если для
любого z ∈ B каждое решение x этого уравнения обладает свойством: x ∈ B и ẋ ∈ B

(см. [8, 10, гл. IV, § 4.6]).
Операторы L11 : D → L, L12 : ℓ0 → L, L21 : D → ℓ, L22 : ℓ0 → ℓ рассматрива-

ются как приведения на пары (D(L11,B),B), (M0,B), (D(L11,B),M), (M0,M). Эти
операторы предполагаются линейными вольтерровыми и ограниченными.
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Предположим, что общее решение уравнения L22y = g для g ∈ ℓ принадлежит
пространству ℓ0 и представляется формулой Коши:

y[t] = (Y22y(−1))[t] + (C22g)[t] = Y22[t]y(−1) +
t∑

s=0

C22[t, s]g[s], t ≥ 0.

Обозначим: L =

(
L11 L12

L21 L22

)
. Тогда (1) записывается в виде L{x, y} = col{f, g}.

Предположим, что для любых x(0) ∈ Rn и y(−1) ∈ Rn однозначно разрешима задача
Коши для «модельной» системы

L0
11x+ L0

12y = ẋ− F 0
11x− F 0

12y = z, L0
21x+ L0

22y = ∆y − F 0
21x− F 0

22y = u,

где операторы L0
11, F

0
11 : D → L, L0

12, F
0
12 : ℓ0 → L, L0

21, F
0
21 : D → ℓ, L0

22, F
0
22 : ℓ0 → ℓ

предполагаются непрерывными и вольтерровыми. Тогда модельную систему можно за-
писать в виде L0{x, y} = col{z, u}. Пусть ее решение имеет представление(

x

y

)
=

(
U11 U12

U21 U22

)(
x(0)

y(−1)

)
+

(
W11 W12

W21 W22

)(
z

u

)
.

Здесь W =

(
W11 W12

W21 W22

)
: L× ℓ→ D× ℓ0 — непрерывный вольтерров оператор Коши

модельной системы, U =

(
U11 U12

U21 U22

)
: Rn × Rn → D × ℓ0 — ее фундаментальная

матрица.

2. Теоремы Боля–Перрона

Для обыкновенного дифференциального уравнения еще в монографиях [11, 12], от-
мечались явления, которые в терминах D(L0

11,B) -устойчивости можно сформулиро-
вать следующим образом. При определенных условиях относительно оператора L11

из D(L0
11,B) -устойчивости следует более тонкое асимптотическое свойство, а имен-

но D(L0
11,B1) -устойчивость, где B1 — некоторое подпространство пространства B.

Следуя традиции Пермского семинара [8–10], соответствующие утверждения будем на-
зывать теоремами Боля–Перрона. В основе следующих доказательств таких теорем
лежат свойства подпространства B ⊂ L, вытекающие из их порядковой структу-
ры, которую определим следующим образом. В векторном пространстве Rn введем
частичную упорядоченность: α = col{α1, . . . , αn} ≥ 0, если αi ≥ 0, i = 1, . . . , n ;
α ≥ β, если, α− β ≥ 0. Через |α| будем обозначать вектор, определяемый равенством
|α| = col{|α1|, . . . , |αn|}. Будем предполагать, что в пространстве Rn зафиксирована
норма || · ||Rn , обладающая свойством монотонности: ||α||Rn ≤ ||β||Rn , если |α| ≤ |β|.
В соответствии с порядком в пространстве Rn введем отношение порядка в простран-
стве L. А именно y ≥ 0, если y(t) ≥ 0 почти всюду на [0,∞) ; y ≥ z, если y − z ≥ 0.

Через |y| будем обозначать функцию, почти всюду на [0,∞) определяемую равен-
ством |y|(t) = |y(t)|. Относительно банахова пространства B ⊂ L будем предполагать,
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что норма в пространстве B согласована с порядком через условие идеальности: если
z ∈ L, y ∈ B и |z| ≤ |y|, то z ∈ B и ||z||B ≤ ||y||B. Среди прочих свойств про-
странств, удовлетворяющих этому условию (банаховых идеальных пространств [13]),
отметим следующие: 1) норма в таком пространстве B обладает свойством монотонно-
сти; 2) любое ограниченное по порядку подмножество пространства B имеет точные
грани (B — K –пространство); 3) в пространстве B определены “срезки” — операторы
умножения на характеристические функции χM измеримого множества M ⊂ [0,∞) ;
4) вложение B ⊂ L непрерывно.

3. Aсимптотическая устойчивость

Введем подмножество B0 ⊂ B всех таких функций z ∈ B, что для каждой функции
z выполняется равенство lim

s→∞
||χ[s,∞)z||B = 0. Иначе говоря, пространство B0 состоит

из всех функций z ∈ B, стремящихся при t → ∞ к нулю по метрике пространства
B, причем нетрудно показать, что B0 является замкнутым подпространством про-
странства B и совпадает с замыканием по норме || · ||B линейного многообразия всех
финитных функций z ∈ B.

Пусть далее C0 — это подпространство пространства C, состоящее из всех таких
x ∈ C, для которых lim

t→∞
x(t) = 0, ||x||C0 = ||x||C . Здесь и ниже C — пространство

непрерывных и ограниченных функций x : [0,∞) → Rn с нормой ||x||C = sup
t≥0

||x(t)||Rn .

Будем предполагать, что для пространства B и модельного уравнения L0
11x = z

выполнены условия:
а) оператор Коши W11 действует из пространства B0 в пространство C0 и ограни-

чен;
б) столбцы фундаментальной матрицы U11 уравнения L0

11x = 0 принадлежат про-
странству C0.

Таким образом, имеет место непрерывное вложение D(L0
11,B0) ⊂ C0 и асимптоти-

ческая устойчивость первого модельного уравнения.

Лемма 1. Имеет место непрерывное вложение D(L0
11,B) ⊂ C.

Таким образом, в указанных предположениях относительно пространства B и мо-
дельного уравнения, D(L0

11,B) –устойчивость уравнения L11x = z гарантирует устой-
чивость по Ляпунову, а D(L0

11,B0) –устойчивость — асимптотическую устойчивость.

Теорема 1. Пусть уравнение L11x = f D(L0
11,B) – устойчиво и оператор

L : D(L) → L действует из пространства D(L0
11,B0) в пространство B0. Тогда

это уравнение D(L0
11,B0)− устойчиво.

В условиях теоремы 1 уравнение L11x = f асимптотически устойчиво.
Отметим, что для некоторых специальных классов уравнений аналоги теоремы 1

были получены ранее другими авторами (см. [14, 15, гл. 3, § 4, 4.1, 4.2], [16, 17, §§ 2.5,
5.1], [18–25]).

Предварительно сформулируем две леммы о свойствах линейного вольтеррова огра-
ниченного оператора Q11 : B → B и о разрешимости функционального уравнения
Q11z = f в пространстве B0.
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Лемма 2. Для линейного ограниченного вольтеррова оператора Q11 : B → B спра-
ведливо включение Q∗

11B
∗
0 ⊂ B∗

0.

Лемма 3. Пусть линейный ограниченный оператор Q11 : B → B вольтерров и
Q11B0 ⊂ B0. Тогда если этот оператор имеет обратный оператор Q−1

11 : B → B, то
Q−1

11 B0 ⊂ B0.

В виде замечания к лемме 3 укажем условия, при выполнении которых из включения
Q11B0 ⊂ B0 и обратимости сужения Q110 = Q11|B0 : B0 → B0 следует обратимость
оператора Q11 : B → B.

Предположим, что пространство B обладает свойством монотонной полноты нормы
(свойством (B)) ([13, гл. IV, § 3, 3.2, гл. X, § 4, 4.1], [26, c. 143]): если для zk ∈ B при
всех k ∈ N выполнено zk+1 ≥ zk ≥ 0 и sup

k∈N
∥zk∥B < ∞, то существует такой элемент

z ∈ B, что zk(t) → z(t) почти всюду на [0,∞), причем ∥z∥B = sup
k∈N

∥zk∥B.

Предположим, далее, что линейный регулярный оператор Q11 : B → B удовле-
творяет условию порядковой непрерывности ([13, гл. X, § 2, 2.1]): если fn(t) → 0 при
n → ∞ для почти всех t ∈ [0,∞) , |fn| ≤ g ∈ B, то (Q11fn)(t) → 0 при n → ∞ для
почти всех t ∈ [0,∞) .

Отметим, что условию порядковой непрерывности удовлетворяют линейные регу-
лярные интегральные операторы и линейные операторы внутренней суперпозиции —
два основных в приложениях класса линейных операторов.

В этих предположениях справедливо следующее утверждение.

Лемма 4. Пусть пространство B обладает свойством монотонной полноты нор-
мы (свойством (B) ) и линейный регулярный вольтерров оператор Q11 : B → B удо-
влетворяет условию порядковой непрерывности. Если справедливо Q11B0 ⊂ B0 и об-
ратимо сужение Q110 = Q11|B0 : B0 → B0, то оператор Q11 : B → B обратим.

Близкие результаты содержится в монографии [27, Ch. III, 3.2.6, 3.2.7].
Теорема 1 допускает обращение.

Теорема 2. Пусть пространство B обладает свойством монотонной полноты
нормы (свойством (B) ) и оператор Q11 = L11W11 регулярен и удовлетворяет условию
порядковой непрерывности. Тогда эквивалентны утверждения:

а) уравнение L11x = f D(L0
11,B0)− устойчиво;

б) уравнение L11x = f D(L0
11,B)− устойчиво и оператор L : D(L) → L действует

из пространства D(L0
11,B0) в пространство B0.

Определим банахово пространство всех функций g ∈ ℓ0∞ ⊂ ℓ∞ ( g ∈ ℓ0∞ 0 ⊂ ℓ∞ 0 )
таких, что для каждой функции g выполняется равенство

lim
n→∞

||χ[n,∞)g||ℓ∞ = 0 ( lim
n→∞

||χ[n,∞)g||ℓ∞ 0 = 0).

Введем банахово пространство b ⊂ ℓ бесконечных матриц g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .}
с нормой ||g||b, а также определим банахово пространство b0 ⊂ ℓ0 бесконечных мат-
риц y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .} с нормой ||y||b0 . Вложение b ⊂ ℓ (b0 ⊂ ℓ0 )
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непрерывно. Пусть для пространств b,b0 выполнены все предыдущие условия п. 3.
Определим подмножество b0 ⊂ b всех таких функций g ∈ b, что для каждой функции
g выполняется равенство lim

s→∞
||χ[s,∞)g||b = 0. Здесь и ниже χM — характеристическая

функция множества M ⊂ N∪ 0. Иначе говоря, пространство b0 состоит из всех функ-
ций g ∈ b, стремящихся при t → ∞ к нулю по метрике пространства b. Нетрудно
показать, что b0 является замкнутым подпространством пространства b и совпадает
с замыканием по норме || · ||b линейного многообразия всех финитных функций g ∈ b.

Аналогично определяем пространство b0
0.

Далее будем предполагать, что для пространства b и модельного уравнения
L0

22y = u выполнены условия:
a) оператор Коши W22 действует из пространства b0 в пространство ℓ0∞ 0 и огра-

ничен;
б) столбцы фундаментальной матрицы U22 уравнения L0

22y = 0 принадлежат про-
странству ℓ0∞ 0.

Таким образом, имеет место непрерывное вложение D(L0
22,b

0) ⊂ ℓ0∞ 0 и асимптоти-
ческая устойчивость второго модельного уравнения.

Лемма 5. Имеет место непрерывное вложение D(L0
22,b) ⊂ ℓ∞ 0.

Предположим, что линейный оператор Q22 : b → b регулярен. В этом случае опе-
ратор Q22 удовлетворяет условию порядковой непрерывности ([13, гл. X, § 2, 2.1]): если
gn(m) → 0 всюду для m ∈ {0}∪N при n→ ∞, |gn| ≤ g ∈ b, то (Q22gn)(m) → 0 всюду
для m ∈ {0} ∪ N при n→ ∞.

Сформулируем распространение теоремы Боля–Перрона на уравнение L{x, y} =

{f, g}.

Теорема 3. Пусть операторы L12 : D(L0
22,b) → B, L21 : D(L0

11,B) → b регуляр-
ны, причем L12(D(L0

22,b))⊂B, L21(D(L0
11,B))⊂b. Предположим, что уравнение

L11x = f D(L0
11,B)− устойчиво и уравнение L22y = g D(L0

22,b)− устойчиво, а опе-
раторы L11 : D(L11) → L, L22 : D(L22) → ℓ регулярны из пространства D(L0

11,B0)

и D(L0
22,b

0) в пространства B0 и b0. Пусть банаховы пространства B и b об-
ладают свойством монотонной полноты нормы ( свойством (B)), операторы
L11 :D(L0

11,B)→B, L12 :D(L0
22,b)→B, L21 :D(L0

11,B)→b, L22 :D(L0
2,b)→ b поряд-

ково непрерывны. Пусть, далее, уравнение L1x = (L11 − L12C22L21)x = f1 D(L0
11,B) –

устойчиво и оператор L1W11 : B0 → B0 ограничен и порядково непрерывен.
Тогда эквивалентны утверждения:
a) уравнение L{x, y} = col{f, g} является D(L0,B0 × b0)− устойчивым;
b) уравнение L{x, y} = col{f, g} является D(L0,B× b)− устойчивым.
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Abstract. We consider an abstract hybrid system of two equations with two unknowns:
a vector function x that is absolutely continuous on each finite interval [0, T ], T > 0,

and a sequence of numerical vectors y. The study uses the W -method N.V. Azbelev.
As a model, a system containing a functional differential equation with respect to x

is used, and a difference equation with respect to y. Solutions spaces are studied. For
a hybrid system, the Bohl–Perron theorem on asymptotic stability and the converse
theorem are obtained.
Keywords: the theorem of Bohl–Perron about the asymptotic stability; hybrid linear
system of functional differential equations; method of the model equations, converse
theorem
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